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0 Introduction

3次元多様体群の SU(2)−既約表現全体のなす集合の同値類は多様体としての構造を持
ち、それは表現空間と呼ばれる。表現空間から構成される不変量にCasson不変量というホ
モロジー 3球面に対して定義される整数値不変量がある。この不変量は 1985年に Casson

により定義され、その後様々な分野との関係が認められ研究が進められてきた。この不変
量は定義自体も独創的で大変興味深いものであるので、その構成法を紹介する。

1 表現多様体

SU(2)の表現多様体を定義する。M をコンパクト、向き付け可能な 3次元多様体とする。
M の基本群の有限表示

π1(M) = ⟨t1, ..., tn|γ1, ..., γp⟩　

が与えられる。π1(M)の Lie群 SU(2)への表現全体を考える。

Hom(π1(M), SU(2)) = {ρ : π1(M)→ SU(2)|homomorphism}

Hom(π1(M), SU(2))の各元は各生成元 tiの像を決めてやれば一つ定まるので、表現 ρに
は次の同一視が与えられる。

ρ : π1(M)→ SU(2)←→ (ρ(ti))1≤i≤n =

{(
ai bi

−b̄i āi

)}
1≤i≤n

∈ SU(2)n ⊂ C4n

写像としての表現の捉え方のもとでは表現全体の成す集合がイメージしづらい。しかし一
つの表現をC4n内の一点と思えば、それはC4nに描かれる幾何的な対象として捉えること
ができる。さらに、ρ ∈ Hom(π1(M), SU(2))に対して、tiの積で表される関係子 γj の ρ

による像は表現に制限を与える。すなわち、ρ(γj) = Eの各成分が ai, biで表される多項式
方程式を定め、表現の変化に制限を与える。このようにして表現全体は代数的な集合と考
えることができる。R(M) = Hom(π1(M), SU(2))とおき、これを表現多様体と呼ぶ。
Casson不変量の定義に用いられるのは既約表現全体のなす集合Rirr(M)である。この多様

体のSO(3)の共役作用による商をとったものを表現空間といい、R(M) = Rirr(M)/SO(3)Conj

で表す。



2 Casson不変量

M をホモロジー球面 ZHS3とし、種数 gのHeegaard分解をM = W1 ∪F W2

で与える。ここで各Wiはハンドル体、F は種数 gの閉曲面で各ハンドル体の
境界である。

Lemma 1. R(Wi)は 3g − 3次元の滑らかな開多様体、R(F )は 6g − 6次元の
滑らかな開多様体である。

包含写像 F ↪→Wiは多様体の間の包含写像R(Wi) ↪→ R(F )を誘導する。これ
によりR(Wi)はR(F )の部分多様体と見なされる。いくつかの議論により
R(W1)∩R(W2)のR(F )における代数的交点数が定義され、しかもHeegaard

分解やアイソトピーの取り方によらないことも示される。

Definition 2. Casson不変量 λ : ZHS3 → Zを

λ(M ) =
(−1 )g

2
#(R(W1 ) ∩R(W2 ))

で定義する。

Casson不変量の定義式のR(W1) ∩R(W2)はR(M)に等しく、したがってこ
の不変量はホモロジー球面の表現の個数を符号付で数えることに対応してい
る。性質としては次の手術公式などが挙げられる。

Proposition 3. kをM 内の knotとする。このとき次が成り立つ。

λ

(
M +

1

m+ 1

)
− λ

(
M +

1

m

)
=

1

2
∆′′

k(1) up to sign

ただし、m ∈ Z、∆kはAlexander多項式である。

3 今後考えていきたいこと

Casson不変量は様々な形で拡張、一般化されている。（Casson-Walker-Lescop

不変量や有限型不変量、Heegaard-Floer理論など）しかし、このように様々な
分野との関わりが認められている中で、Casson不変量の値のもつ幾何的な意
味自体は、まだ明らかになっていない。Casson不変量の値、またさらに一般的
に表現空間の交わりがどのような幾何的意味を与えているか、私はこの問題に
ついて考えていきたい。

参考文献

[1] N.Saveliev, Lectures on the topology of 3-manifolds : an introduction to

the Casson invariant 2nd, de Gruyter, Germany, 2011



Geodesic laminationのTransvers Hölder cocycle
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閉曲面に geodesic lamination λが与えられると, λに横断的 (transverse)な arcに対して可換群

に値をとる transverse cocycleが定義できる.

R-valuedなものは, λ-transverse Hölder distribution H(λ;R)と対応している. これらは shear-

ing cocycle と呼ばれ, λ に沿って曲面をずらす量と対応していて, 閉曲面の Teichmüller 空間を

parameterizeする手段を与える.

また, R/2πZ-valuedなものは bending cocycleと呼ばれ, 3次元双曲多様体内の pleated surface

において, pleating locus λに沿って曲面を折り曲げる量と対応している.

ここでは, R-valuedな transverse cocycleについての定理を紹介する.

定義 1. 　

Sを双曲計量mを持つ閉曲面とする. S上のm-geodesic lamination λとは, simpleなm-geodesic

の直和で表される S の閉集合のことである.

双曲計量m,m′ に対して, m-geodesic lamination λとm′-geodesic lamination λ′ が homotopic

であるとき, λと λ′ は同値であるとし, 双曲計量に依らず geodesic laminationを定義する.

geodesic laminationは包含関係について極大 (maximal)なものを考えることが多い. λがmaximal

なとき, S − λは有限個の ideal triangleとなる. 以下, λはmaximalであると仮定する.

定義 2. 　

Gを可換群とする. G-valued λ-transverse cocycle αとは, λに横断的な arc kに対して α(k) ∈ G

を与える写像で, 以下を満たすものである.

• k = k1 ∪ k2, intk1 ∩ intk2 = ∅のとき, α(k) = α(k1) + α(k2)　 (加法性)

• λを保って homotopicな k, k′ に対して, α(k) = α(k′)　 (λ-不変性)

定理 3. 　

λ-transverse Hölder distribution αは R-valued λ-transverse cocycle α(k) =
∫
k
dαと対応し,

R-valued λ-transverse cocycle αは次で定まる λ-transverse Hölder distribution αと対応する.∫
k

φdα = α(k)φ(x+
k ) +

∑
d

α(kd)(φ(x
−
d )− φ(x+

d ))

ただし, φ : k → Rを Hölder continuous functionとし, k の始点,終点を x−
k , x

+
k とする. また,

k − λの成分 dの始点,終点を x−
d , x

+
d とし, kd は x−

k と d内の点を結ぶ kの部分 arcとする.



Sの universal covering S̃をとり, λの逆像を λ̃と表す. S̃− λ̃の成分の closureを plaqueという.

G-valued λ-transverse cocycle αは plaque P,Qに対して α(P,Q) ∈ Gを与える写像で, 以下を

満たすものと対応している.

• α(Q,P ) = α(P,Q)　 (対称性)

• α(P,Q) + α(Q,R) = α(P,R)　 (加法性)

• π1(S)の元 γ に対して, α(γ(P ), γ(Q)) = α(P,Q)　 (π1(S)-不変性)

定義 4. 　

双曲計量mに対して, R-valued λ-transverse cocycle σm を次のように定める.

σm(P,Q) = θgh(g0)

ただし, gを Qに近い P の境界 geodesicとし, P の残りの ideal vertexを gに射影した点 g0 を

原点とする. gを向きと原点を意識して Rと isometricに対応させ, P に近い Qの境界 geodesic h

も gと同様に Rと対応させる.

また, P と Qを分ける S̃ − intP − intQの成分 Σ上に, P と Qを分ける λ̃の geodesic全体を拡

張して得られる geodesic foliation G を与える. Hを G と直交する Σ上の foliationとし, gの点を

Hの flowで hに移す対応を θgh とする.

定理 5. 　

T (S) ∋ m 7−→ σm ∈ H(λ;R)は像への同相である.

また, 像は有限個の面で囲まれた open convex coneとなる.

参考文献

[1] F.Bonahon 　 Shearing hyperbolic surfaces, bending pleated surfaces and Thurston’s sym-

plectic form

[2] F.Bonahon　 Transverse Hölder distributions for geodesic laminations



A LOWER BOUND ON MINIMAL NUMBER OF COLORS FOR
LINKS

ERI MATSUDO

In 1961, the n-coloring of knot was introduced by R.Fox. Nowadays, the minimal
number of the colors on a diagram of knots and links. In 1999, Harary and Kauffman
introduced an invariant Cn(K) of an n-colorable knotK. For a knot, Nakamura, Nakanishi
and Satoh gave a lower bound log2 n+ 1 of the minimal number of colors for all effective
n-colorable knot. We give a lower bound for effective n-colorable link.

Theorem 0.1. (Nakamura-Nakanishi-Satoh, 2013)
Let n be a prime odd number. For any n-colorable knot K, let Cn(L) be the minimal
number of the colors on a n-colored diagram of K. Then the following holds;

Cn(L) ≥ 1 + log2 n

Theorem 0.2. (Nakamura-Nakanishi-Satoh, 2014)
Let n be a odd number. For any n-colorable knot K, let C∗

n(L) be the minimal number
of the colors on an effectively n-colored diagram of K. Then the following holds;

C∗
n(L) ≥ 1 + log2 n

We give a lower bound for the minimal number of the colors for all effective n-colorings
of a link with non-zero determinant.

Theorem 0.3. (Ichihara-Matsudo)
Let n be a natural number. For any n-colorable link L which has A, a coloring matrix of
L, with |A| ̸= 0, let C∗

n(L) be the minimal number of the colors on an effectively n-colored
non-split diagram of L. Then the following holds;

C∗
n(L) ≥ 1 + log2 n

References
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[2] Oshiro. K, Any 7-colorable knot can be colored by four colors, J. Math. Soc. Japan, Vol.62, No.3(2010),
pp.963-973.
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結び目と作用
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1 結び目とは

以下簡単のため、n次元結び目とは Snを Sn+2へ滑らかに埋め込んだ像であるとする。
連続変形で移り合う結び目に関しては同一視して考える。2つの結び目が与えられたとき、
同じものか区別することはとても重要である。例えば、区別する方法として補空間の基本
群を調べる方法がある。標準的に Sn+2次元球面に埋め込まれた n次元結び目 (自明な結び
目という)の補空間の基本群は Zと同型である。では一般的に与えられた結び目で補空間
の基本群は Zと同型になるものは存在するのだろうかという疑問が湧いてくる。1次元結
び目にかんして、1989年にGordon-Lueckeによって素な結び目は全て補空間の基本群で
分類できることが知られている。また、3次元以上では自明でない結び目で、補空間の基
本群がZとなる結び目を構成することができる。2次元に関してはUnknotting conjecture

と言われ未解決問題になっている。

2 特別な2次元結び目

2次元結び目に関して、spun結び目と言われる結び目がある。この結び目は 1次元の結
び目を用いて構成されるが、spun結び目の補空間の基本群は元の 1次元結び目の補空間
の基本群に一致する。後に Zeemanや Fox、Litherlandによってm-twist spun結び目や、
roll結び目、deformed spun結び目と呼ばれる spun結び目の一般化がなされる。この 3つ
の結び目は元となる結び目の補空間の基本群に特別な関係式を加えた群になっている。ま
た上の 3つは構成方法から、補空間には freeな S1作用が入っている。では freeな S1作
用を補空間に持つ 2次元結び目は 3つのうちのどれかになっているのだろうか。

3 補空間にS1作用を持つ2次元結び目

Effectiveかつ locally smoothな S1作用を持つ S4を考えると、orbit spaceは S3かD3

になり、exceptional orbitは高々2種類存在する。Orbit spaceがD3のときは exceptional

orbitは存在せず、fixed pointの集合がD3の境界の 2次元球面になる。Orbit spaceが S3

のときは Fintushelによって exceptional orbitと fixed pointの和集合は閉じた線分、もし
くは単純閉曲線になっている。次の定理は twist spun結び目の一般化にあたるので紹介
する。

1



定理 (Pao). S4への effectiveかつ locally smoothS1作用があり、orbit spaceは S3である
とする。このとき、exceptional orbitと fixd pointの和集合の引き戻しは 2つの 2次元球
面の和集合であり、2つの球面は 2点の固定点で横断的に交わっている。

上の定理は S3の中の閉じた線分、もしくは単純閉曲線を S1作用で引き戻しているが、
twist spun結び目の構成方法と似ている。実際、定理の中の球面の 1つが、特別な場合で
は twist spunと一致する。

参考文献
[1] R. Fintushel, ”Locally smooth circle actions on homotopy 4-spheres,” Duke Math.

J. 43, 63―70 (1976).

[2] C. Gordon and J. Luecke, ”Knots are determined by their complements,” J. Amer.

Math. Soc. 2 , no. 2, 371―415 (1989).

[3] R. A. Litherland ,“ Deforming twist-spun knots,” Trans. Amer. math. Soc. 250 ,

311-331 (1979).

[4] P. S. Pao ,“ Non-linear circle actions on the 4-sphere and twisting spun knots,”

Topology 17, 291-296 (1978).

[5] D. Rolfsen, ”Knots and Links,” Math. Lec. Series, 7, Publish or Perish, Inc.,

Berkeley, (1976).

[6] J. Stallings, ”On topological unknotted spheres,” Ann. of Math. Second Series,

Vol. 77, No. 3 , pp. 490-503 (May, 1963).

[7] E. C. Zeeman ,“ Twisting spun knots,” Trans. Am. math. Soc. 115, 471-495

(1965).
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位相的場の量子論について

浅野知紘 ∗

1 Atiyahの公理

ここでは元論文 [1]にある Atiyahによる位相的場の量子論 (以下, TQFT)の公理を振り返る*1.

定義 1.1. (d + 1)次元 TQFTとは,

• 各 d次元有向閉多様体 Σに対し C上の有限次元線形空間 Z(Σ)を対応させ,

• 各 (d + 1)次元有向コンパクト多様体 M に対しその境界を ∂M � −Σ− ⨿ Σ+ と表示したとき*2,線形写像

Z(M) : Z(Σ−)→ Z(Σ+)を対応させる

枠組みであり、次の公理をみたすもののことである.

A0 向きを保つ微分同相について自然にふるまう.

A1 任意の d次元有向閉多様体 Σに対し,自然な同型 Z(−Σ) � Z(Σ)∗ が存在する.

A2 任意の d次元有向閉多様体 Σ1,Σ2 に対し,自然な同型 Z(Σ1 ⨿ Σ2) � Z(Σ1) ⊗ Z(Σ2)が存在する.

A3 任意の d次元有向閉多様体 Σ1,Σ2,Σ3 及び Σ1 から Σ2 への同境 M12 と Σ2 から Σ3 への同境 M23 に対し,

M12 と M23 を Σ2 に沿って貼り合わせた多様体を M13 としたとき, Z(M13) = Z(M23) ◦ Z(M12)となる.

A4 空集合 ∅を d次元多様体とみなしたとき, Z(∅) = Cである.

A5 任意の d次元有向閉多様体 Σに対し, Z([0, 1] × Σ) = idZ(Σ) である.

補足 1.2. この公理は有向閉 d 次元多様体を対象とし同境 (の同型類)を射とする圏からベクトル空間の圏への

関手 Z であって,多様体の非交和をベクトル空間のテンソル積に対応させるものとしても書ける.

補足 1.3. (d + 1)次元有向閉多様体 M を空集合から空集合への同境とみなしたとき, Z(M) : C → Cは定数倍
写像であるが,その定数は有向多様体 M の微分同相不変量になる.

2 モジュライ空間の幾何と Casson不変量

2.1 モジュライ空間のコホモロジーと TQFT

有向閉多様体 X 上のなんらかの「場」のなすモジュライ空間 RX が有向閉多様体になっている状況を考え

る. M が Σ− から Σ+ への同境である場合,「場」を制限することで滑らかな写像 r± : RM → RΣ± が得られる

∗ 東京大学数理科学研究科修士課程 2年　 E-mail: tasano@ms.u-tokyo.ac.jp
*1 必ずしも元論文に忠実ではない.
*2 このとき M は Σ− から Σ+ への同境であるという.



とする. このとき, Z(Σ) = H∗(RΣ;C)と定め, Z(M)をモジュライ空間のポアンカレ双対と r± が誘導する押し引

きの合成によって定義することで, (d+1)次元 TQFTを定義できる (詳細は講演中に解説する).

補足 2.1. この構成においてはポアンカレ双対性が非常に重要である. 実際,ポアンカレ双対さえ成立するなら

普通のコホモロジー論ではなく,一般コホモロジー論を用いることもできる*3. また,抽象的な鎖複体のコホモ

ロジーとしてではなく,空間のコホモロジーとしての記述を TQFTが持つ場合の利点としては他にも,コホモ

ロジー作用素の振る舞いや (対称性がある場合に)同変版の理論を考察する余地がある点が挙げられる.

2.2 Casson不変量

Casson 不変量は 3 次元整ホモロジー球面に対する (整数値の) 不変量である. Casson 不変量のある方法で

の定義のアイデアは, 2.1 節の構成において d = 2,RX = Hom (π1(X), S U(2))/S U(2) として TQFT を作り, 補

足 1.3のように不変量を得ることである (ここで Xは 2次元か 3次元の (連結)有向多様体であり,商は SU(2)

の元による共役で割っている). ただし, 一般にこの RX は特異点を持つため, ポアンカレ双対が使えず, 2.1節

の議論は破綻する*4. Casson 不変量の正確な定義のためには, その特異点周りの考察が必要である. そのため

Casson不変量の定義はそれが難しくない限られた同境 (3次元整ホモロジー球面が Heegaard分解されている

状況)のみを扱って行われる. この方法での Casson不変量の定義については [2]を参照されたい.

3 最後に私が漠然と気にしている抽象的な問いをいくつか

• 2.2の例ではモジュライ空間は特異性を持った. そのような場合にも 2.1節における定式化に耐えうるよ

うな　 (汎用性の高い)コホモロジー理論は何か?

• 具体例に目を向けることを必ずしもせずとも (d + 1)次元 TQFTは興味深い概念である. その分類につ

いては, d = 1の場合については有限次元可換 Frobenius代数が一対一対応する. d が大きい場合にも高

次の圏を用いる文脈*5においては cobordism hypothesis として知られている. しかし, 一方で TQFT 的

な具体的な不変量を考察する場合においては,多様体やその間の同境に制限をかける必要があったり,向

き以外の付加構造を込めて考えるべき状況が少なくないと思われる. そのような状況下での TQFTの分

類など抽象論からの考察はどこまで可能か?

• 具体的な場合には,モジュライ空間にシンプレクティック構造が入り, Floer理論を使いたくなる状況が

ある. このことと,その TQFTを ETQFT的に捉えることができるかという問題の関連.

参考文献

[1] M. Atiyah, “Topological quantam field theories” , Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. , (68) 175?186, 1988

[2] N. Saveliev, “Lectures on the Topology of 3-Manifolds: An Introduction to the Casson Invariant”, Walter de

Gruyter, 2012

*3 ただし,そのような良い具体例があるかは別の問題である.
*4 [1]にもコメントがある.
*5 境界に余次元の高い部分を持つ多様体 (角付き多様体) をも考察の対象にできるよう, TQFT の概念を拡張する. それは

ETQFT(Extended TQFT)とよばれる.



３次元多様体の基本群と円板の埋め込み 
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ある空間の基本群が自明だからといって、その空間内の任意の単純閉曲線が

円板を囲むとは限りません。しかし３次元多様体の場合は、単純閉曲線にある条

件を付け加えると円板を囲います。 

ここではこれに関係した事実を紹介します。 

 

定理（Dehn の補題） 

  M：３次元多様体 D：2 次元円板 ｆ：D→M  連続写像 とし、更に∂D の

D における正則近傍 N で、ｆ|N（制限）が埋め込みであり、ｆ−1 (ｆ(N）)＝  

N となるものがあるとする。 

   このとき、M の２次元円板 D0で∂D0＝∂D となるものが存在する。 

 

 

 この定理は次の定理の系として示すことができます。 

定理（ループ定理） 

   M：境界つき３次元多様体 F：∂M 内の曲面  

 ｉ♯：π１(F)→π１(M) 包含ｉ:F→Mから導かれる基本群間の準同型 

  N：π１(F)の正規部分群              とする。 

   このとき、Ker(ｉ♯)－N≠ø であれば、M に適切に埋め込まれた２次元円 

  板 D0で∂D0⊂F であり、[∂D0] ∉ N となるものが存在する。  

 

（ただし[∂D0]は∂D0が代表する π１(F)の元）          

 



  更に、高次元については、次があります。 

定理（球面定理） 

   向き付け可能３次元多様体 M の、２次ホモトピー群 π2(M)が自明でない

なら、M は本質的な（つまり３次元球を囲わない）２次元球面を持つ。 

 

 

  向き付け不可能な場合でも、次が成り立ちます。 

定理（射影平面定理） 

   ３次元多様体 M の、２次ホモトピー群 π2(M)が自明でないなら、M は本

質的な２次球面または両側射影平面を含む。 

（ただし M 内の曲面 F が両側とは、F の M での正則近傍が F×I に同相な

こと。） 

 

 

 

 

 

参考文献 

[1] Jennifer Schultens,  Introduction to 3-Manifolds  (3.5) 

 

[2] John Hempel,  3-manifolds ( chapter 4 ) 

 

[3] 森本 勘治,  ３次元多様体入門   (12 章) 



平面曲線特異点の実モース化のトロピカル幾何における

アナロジー

東北大学大学院理学研究科数学専攻

高橋卓大

1 トロピカル曲線の定義

2変数トロピカル多項式 τ(x, y) を

τ(x, y) := max
(i,j)∈A

{ix+ jy + aij}, aij ∈ R, A ⊂ Z2は有限集合

の形をした多項式とする. これは連続で区分線形な凸函数 τ : R2 → R と見なせる. トロピカル多

項式を函数として見なしたものをトロピカル多項式函数と呼ぶ.

定義 1.1 (トロピカル曲線). トロピカル多項式函数 τ : R2 → R が滑らかでない点全体 Vτ を τ の

定める平面トロピカル曲線という.

平面トロピカル曲線 Vτ は R2 内のある条件を満たす距離グラフであり, その組み合わせ的な性

質は定義多項式 τ の Newton 多面体

∆τ := Conv{(i, j) ; aij ̸= 0} ⊂ R2

の次のように得られる細分と双対であることが知られている: R2 × R の多面体 ∆̃τ を

∆̃τ := Conv{(i, j, t) ; (i, j) ∈ A, t ≤ aij}

で定める. 射影 R2 × R → R2 は ∆̃τ の全てのコンパクトな面の和から ∆τ の部分多面体への射影

を誘導する. これによって ∆τ の部分多面体による細分が定められる.

定理 1.2 (Mikhalkin[3]). Sτ と Vτ に次のような対応が存在する:

(1) R2 \ Vτ の成分は, 細分の頂点と 1対 1対応する,

(2) Vτ の辺と直交する Sτ の辺が一意に存在する,

(3) Vτ の n 叉の頂点と Sτ に属する n 個の側面を持つ部分多面体が 1対 1に対応する.

この定理をもって, 細分 Sτ はトロピカル曲線 Vτ に組合せ的双対であるという.



2 平面曲線の特異点

ここでは平面曲線特異点のトポロジーに関する必要事項をまとめておく.

解析函数芽 f : (Cn, 0) → (C, 0) の特異点に付随してMilnor束と呼ばれるファイバー束が構成

でき, そのファイバーをMilnorファイバーと呼ぶ. 特異点が孤立しているとき, このファイバーの

n 次 Betti数をMilnor数といい, µ(f) で表す. これは 特異点の (位相)不変量として知られてい

る [4].

定義 2.1 (特異点の Newton 図形とコンビニエント). 解析函数芽 f の原点での Taylor 展開を

f(z) =
∑

j∈Nn cjz
j とする. 凸包

Conv
(∪

j

{j + Rn
+; cj ̸= 0}

)
=: Γ+(f)

を原点における f のNewton図形という. Γ+(f) のコンパクトな面, または頂点の和集合のこと

をNewton境界といい, Γ(f) で表す. Γ−(f) を Γ(f) 上の錐であって, 原点をその頂点に持つよ

うなものとする.

また, Γ(f) が各座標軸と交わるとき f はコンビニエントであるという.

定義 2.2 (Newton非退化). 任意の面 ∆ ⊂ Γ(f) に対し, 方程式

∂f∆
∂z1

= · · · = ∂f∆
∂zn

= 0

が (C∗)n に解を持たないとき, f はNewton非退化であるという. ここで f∆(z) :=
∑

j∈∆ cjz
j

である.

定理 2.3 (Kouchnirenko[2]). 解析函数芽 f が Newton非退化かつコンビニエントであれば,

µ(f) =
n∑

k=0

(−1)kk!Vk

が成り立つ. ここで Vk は Γ−(F ) の k 次元面で原点と交わるものの体積の和である. ただし

V0 = 1 とする.

さらに, Milnorファイバーの n 次ホモロジー群のホモロジーサイクルを消滅サイクルと呼び, こ

れらの交叉行列は特異点の特徴づけを与える. 平面曲線特異点においては, 実モース化と呼ばれる

変形によって, 変形された代数曲線の実部から消滅サイクルの交叉行列が得られることが知られて

いる [1]. 特に, f : (C2, 0) → (C, 0) の孤立特異点の実モース化した多項式函数芽の定める曲線芽
の実部 Cs|R2 に対し

µ(f) = ♯(double points) + ♯(bounded regions)

が成り立つことが知られている.



3 トロピカル曲線上の実モース化のアナロジー

次の定理は前述の平面曲線特異点の実モース化のトロピカル類似になっている.

定理 3.1 (T.). Newton 非退化でコンビニエントな孤立特異点を持つ複素代数多項式 f に対し, ト

ロピカル多項式 τf で, τf から得られるトロピカル曲線 Vτf のある部分距離グラフ Mf で

µ(f) = ♯(4-valent vertices) + ♯(bounded regions)

を満たすものが存在する. 特に f が被約であれば, f の 2重点数 ♯(double points) は Mf の 4叉

の頂点の個数に等しい. すなわち,

♯(double points) = ♯(4-valent vertices).

現在の研究は, 上の定理を足掛かりとして, 今より扱いやすい“トロピカル特異点”を構成した

いと考えている.

参考文献

[1] V.I.Arnold, S.M.Gusein-Zade, A.N.Varchenko, Singularities of Differentiable Maps, Vol.2,

Monographs in Mathematics 83, (1988).

[2] A.G.Kouchnirenko, Polyédres de Newton et nombres de milnor. Invent. Math., 32 (1976),1-

31.

[3] G.Mikhalkin, Enumerative Tropical Algebraic Geometry in R2. J.Amer.Math.Soc.18 (2005),

313-377.

[4] J.W.Milnor, Singular Points of Complex Hypersurfaces, Annals of Math. Studies Vol.61

(1974), Princeton Univ. Press.



Colored Jones 多項式の特殊値と多面体

東京工業大学　理工学研究科　博士 1年　村上広樹

私は Colored Jones 多項式という不変量の研究をしている. 私が Colored Jones 多項式の特殊値の振る舞
いに興味を持ったきっかけは, Jones 多項式に 1の原始 N 乗根を代入した時の値が興味深い性質を示すこと
を学んだことである. 私が計算したのは 2乗根と 3乗根を代入した時の振る舞いである. 特に, 交代結び目の
colored Jones 多項式に 2乗根を代入した時に, root polytope と呼ばれる多面体と密接な関わりがあることが
わかった. 本稿ではその関わりを述べる.

1 色つき Jones 多項式
まず, 色つき Jones 多項式について述べる. 定義を述べるにはスペースが足りないので, 詳しくは参考文献

[2] をご覧いただきたい.

定義 1.1 (colored Jones 多項式). K を絡み目とする. 2以上の自然数N によって index 付けされた Laurent

多項式の列 JK,N (q) を N 次元 colored Jones 多項式という.

注 1.2. 上の定義中の N はカラーと呼ばれており, これは絡み目図式上に乗せられた Uq(sl(2,C)) 加群 V の
次元である. ただし, Uq(sl(2,C)) は sl(2,C) から得られる量子展開環である.

V

定理 1.3. K を framed link, N をそのカラーとする. このとき次が成り立つ.

JK,N (q) =

⌊N−1
2 ⌋∑

j=0

(−1)j
(
N − 1− j

j

)
JKN−1−2j (q).

ここで, KN−1−2j は K の N − i− 2j ケーブルを表す.

定理 1.4 (M).

JK,N (−1) =

{
1 (N : odd)

det(K) (N : even).



2 Root polytope

次に root polytope について述べる. Root polytope は二部グラフに対して定義される Euclid 空間内の多
面体である.

定義 2.1. Gを color classes が E と V の二部グラフとする. e ∈ E と v ∈ V に対して, e と v を Euclid

空間 RE ⊕ RE の標準的生成元とする. このとき, G の root polytope QG を

QG = Conv{e+ v | ev is an edge of G}

によって定める. ここで ConvAは 集合 A を含む最小の凸集合 (convex hull) を表す.

例 2.2. 左図の二部グラフに対して, 右図の多面体が対応する. (二部グラフが 6つの辺を持つことから, root

polytope は 6つの頂点を持つことが定義よりわかる. )

3 結果
K を交代結び目, D をその図式とする. D に checkerboard coloring を施すことにより, 二部グラフが得ら
れる. この二部グラフから得られる root polytope を Q とするとき, 次が成り立つ.

定理 3.1 (M). Qの体積は, det(K) に一致する.

(証明の概略). Qの三角形分割を考える. Qの三角形分割に必要な単体の数は Gの双対グラフの極大木の数と
等しく, さらに極大木の数は Kauffman states の数と等しい. K は交代的であるという仮定から, Kauffman

states の数は det(K) と一致する. ここまでで Qの体積が det(K) に比例することが示せたが, 単体の体積が
1になるように体積要素を定めれば主張が成り立つ.

注 3.2. det(K) は colored Jones 多項式に −1 を代入した際に現れるので, 弱いながらも colored Jones 多
項式と root polytope の関連が示せたことになる.

例 3.3. K を三葉結び目とする. この結び目から得られる二部グラフは 例 2.2 のものと同じであり, 従って対
応する root polytope も 例 2.2 のものと同じである. この多面体の体積は 3であり, det(K) = 3 という結果
とあう.
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Inventiones mathematicae Volume 105, Issue 1 , pp 473-545

[3] A. Postnikov, Permutohedra, associahedra, and beyond. arXiv:math/0507163v1 [math.CO] 7 Jul

2005.

[4] R. Stanley, Enumerative Combinatorics 2, Cambridge Studies in Advanced Mathematics 62.



多様体及び道の空間上のMorse理論

山崎雄一郎

中央大学理工学研究科数学専攻修士 1年

1 多様体上のMorse理論

M を n次元 C∞ 多様体とする.

Definition 1. M 上の C∞ 関数 f : M −→ Rの臨界点が全て非退化である時, fをMorse関数という.

Proposition 1. Mをユークリッド空間 RN に埋め込んで RN の部分多様体とみなす. この時ほとんど全て

の p ∈ RN に対し fp：M −→ R, fp(x) = ∥x− p∥2 はMorse関数である.

したがって任意の多様体上にMorse関数が存在することがわかる.

Lemma 1. (Morse) f：M−→ RをMorse関数, pを fの臨界点とする. この時 pのある近傍 Uにおける座

標近傍 (y1, · · · , yn)で,すべての iに対して yi(p) = 0,かつ U上至る所恒等式

f = f(p)− (y1)2 − · · · − (yλ)2 + (yλ+1)2 + · · ·+ (yn)2

が成り立つようなものが存在する.ここで λは pにおける fの指標である.

Theorem 1. fをM上のMorse関数とし,各 sublevel set

Ma = {x ∈ M |f(x) ≤ a}

は compactであるとする.このとき Mは指標 λの各臨界点に対して次元 λの cellを一つ持つような CW-複

体と同じ homotopy-typeを持つ.

Remark 1. この主張はM が compactでなく臨界点が無限個存在する場合であっても成り立つ. (Whitehead

の定理を用いる.)

2 道の空間への応用

ここではM は (測地的に)完備な n次元リーマン多様体とし, Ω(M；p, q)でM の中の pから q への区分的

に滑らかな道全体のなす集合を表すとする.

Definition 2. エネルギー関数 E：Ω(M；p, q) −→ Rを ω ∈ Ω(M；p, q)に対し

E(ω) =

∫ 1

0

∥∥∥∥dωdt
∥∥∥∥2 dt

によって定義する.

エネルギー関数 E の臨界点 γ：[0, 1] −→Mを測地線という.



Definition 3. 測地線 γ に沿うベクトル場 Jが Jacobi場であるとは Jが Jacobi微分方程式

D2J

dt2
+R(V, J)V = 0

を満たすときをいう.ただし V =
dγ

dt
で Rはリーマン曲率テンソルを表す. また p=γ(a), q=γ(b)で a̸=bであ

るとする.もし t = aと t = bで 0となる Jacobi場が存在するならば, pと qは γ に沿って共役であるという.

Theorem 2. (Morse理論の基本定理) Mを完備なリーマン多様体とし p, q ∈ Mをどのような測地線に沿っ

ても共役でないような 2点とする.このとき Ω(M；p, q)は pから qへの指標 λの各測地線に対応して,次元 λ

の一つの cellを含んでいる可算 CW-複体と同じ homotopy-typeを持つ.

Remark 2. この定理はΩ(M；p, q)を無限次元多様体,エネルギー関数をΩ(M；p, q)上のMorse関数とみな

すことで,道の空間において Theorem 1と同様の結果が得られることを主張している.

参考文献
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折り紙

法橋厚美

奈良女子大学大学院数学専攻修士 2年

1 背景

　折り紙は数学的には、紙でできた平面領域 Rをあらかじめ指定された線分で
折ってできる立体図形と定式化される。これらの線分は折れ線とよばれる。折れ
線には山折り線と谷折り線の 2種類がある。平面領域Rに山折りまたは谷折りが
指定されたものを展開図という。
伝統的な折り紙によってインスパイヤーされた折りたたみのパターンは実生

活においても、（例えば建築であるとか、ロボット工学であるとか、医学などで
も）多くの応用がある。特に、平坦折りと呼ばれる、最終形態が平らに折れる折
り方は応用の観点からも非常に有用である。
わたしはこのような折り紙を組織的に構成する方法について勉強している。今

回は私自身が考えたこのような折り紙のある構成方法について紹介する。

2 Lang-Batemanによる平坦折りの構成法

論文 [2]の中で、Lang-Batemanは次のような平坦折りの展開図の構成方法を紹
介している。

Lang-Batemanの構成方法
1)まず平面の正多角形によるタイル張りを考える。
2)全てのタイルに対して、それらをそれぞれの中心に対して同じ割合だけ縮小
する。
3)それらの縮小されたタイルを 2)と同様に、それぞれの中心に対して同じ角度
だけ回転させる。
4)このとき、もともとのタイルの 1つの辺は縮小された、2つのタイルの辺に対
応する。これらの辺は平行でまたその長さは等しくなるので、これらを 2辺とす
る平行四辺形ができる。この平行四辺形を新しいタイルとして導入する。

以上の操作によって得られるタイル張りの各辺に山折りまたは谷折りを指定して
やると平坦折りの展開図が得られる。

1



Figure 1:

3 私の考案した構成法

私は、2の Lang-Batemanの構成方法の考え方を参考に、次のような平坦折りの
構成方法を考えた。
1)まず中心に正 n角形があり、それに接する n個の三角形と、無限個の正方形と
台形による Figure 2 のようなタイル張りを考える。
2)全ての正方形のタイルに対して、辺の長さは変えずに、同じ割合で菱形につぶ
していく。（このとき、台形のタイルの形は変わらない。）

以上の操作によって得られるタイル張りの各辺に図のように山折りまたは谷折り
を指定してやると平坦折りの展開図が得られる。

Figure 2:
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モースの不等式

杉山 佑樹

中央大学大学院　理工学研究科　数学専攻　修士 1年

ここでは、モース級数やモースの不等式について記述する. そのためにまず、Jacobiベクトル場と焦点につい

て述べる.

1 Jacobiベクトル場

M を完備でパラコンパクト C∞-多様体とする.

定義 1.1 写像
V : R× (−ε, ε) → M

が測地線 g の変分であるとは, 次の条件を満たすときをいう.

(1) V は C∞-写像

(2) V (t, α) はM の測地線

(3) V (t, 0) = g

定義 1.2 測地線 g に沿ったベクトル場 Yt が Jacobiベクトル場であるとは, g の変分 V が存在して,

Yt =
∂

∂α
V (t, α)

∣∣∣∣
α=0

(t ∈ R)

であるときをいう. 以下, g に沿った Jacobiベクトル場を Jg と表す.

注意 1.1 Jg は, 次の Jacobiの微分方程式の解の空間として特徴づけられる.

Y ′′
t +R(Xt, Yt)Xt = 0

ただし Y ′′
t は g に沿った Y の 2階共変導関数, Xt は g に沿った接ベクトル場, R(Xt, Yt)は Xt, Yt の曲率公

式を表す.

2 焦点

定義 2.1 N をM の滑らかな部分多様体とする. 測地線分 g : [0, a] → M が (M,N), あるいは, M mod N

の測地線分であるとは, 次の条件を満たすときをいう.

(1) g の始点は N 上にある.

(2) g の始点における方向は N に垂直である.

N に関する Jg の部分空間を JN
g と表す.



定義 2.2 ベクトル場 Yt が JN
g に含まれるとは, g の変分 V が存在して,

(1) Yt =
∂

∂α
V (t, α)

∣∣∣∣
α=0

(t ∈ R)

(2) V (0, α) ∈ N

(3)
∂

∂t
V (t, α)

∣∣∣∣
t=0

∈ N⊥
q [ q = V (0, α) ]

であるときをいう. ただし N⊥
q はMq における Nq の直交補空間を表す.

定義 2.3 sをM mod N の測地線分とする. JN
s の部分空間が sの終点で 0になる Jacobi場から成ってい

るとき, この部分空間を焦点核といい, ΛN (s)で表す. また,

(1) dimΛN (s) > 0のとき, sをM における N の焦点線分という.

(2) 焦点線分の終点をM における N の焦点という.

(3) M における N の焦点の集合を焦点集合という.

例 2.1 M = R3, N = {(x, y, z) ; x2 + y2 = 1, z ∈ R} とする. このとき, M における N の焦点集合は z 軸

である.

命題 2.1 sを (M,N)の測地線分とする. このとき, N に関する sの指数

λN (s) =
∑
s′⊂s

dimΛN (s′)

は常に有限整数である.

3 モース級数とモースの不等式

(M,N)の焦点集合にない点を (M,N)の正則点という.

定義 3.1 S(M,N,P )を (M,N)の, P を終点とする測地線分の集合とする. (M,N,P )のモース級数を次で

定義する.

M(M,N,P ; t) =
∑

tλ
N (s) [ s ∈ S(M,N,P ) ]

ここで λN (s)は, 命題 2.1の式で定義される.

定義 3.2 Ω = Ω(M,N,P ) = {u : [0, 1] → M ; 区分的に正則で弧長が助変数 tに比例する }と定義する. た

だし u(0) ∈ N , u(1) ∈ M とする.

H(Ω, k) を Ωの k 係数の特異ホモロジーとする. k が体ならば

P (Ω ; k ; t) =
∑
n≥0

dimHn(Ω ; k)tn

は k に関する Ωのポアンカレ級数である.



定理 3.1 (M,N,P )のモース級数が存在するならば, k に関する Ωのポアンカレ級数が存在する. さらに,

M(M,N,P ; t)− P (Ω ; k ; t) = (1 + t)B(k ; t)

である. ここで B(k ; t)は非負係数の形式ベキ級数である.

注意 3.1 M(M,N,P ; t) =
∑
i≥0

mit
i, P (Ω ; k ; t) =

∑
i≥0

pit
i, B(k ; t) =

∑
i≥0

bit
i とおくとき,

mi − pi = bi + bi−1 (i = 0, 1, 2, · · · ; b−1 = 0)

が成り立つ. 特に,

m0 ≥ p0

m1 −m0 ≥ p1 − p0

m2 −m1 ≥ p2 − p1

...

が成り立ち, これがモースの不等式である. この不等式系は定理 3.1と同値である.

定理 3.2 (M,N,P )のモース級数が存在し, tの奇数ベキがないとき, 任意の k に対して,

M(M,N,P ; t) = P (Ω ; k ; t)

が成り立つ. 特に H(Ω)は, ねじれのない群である.

参考文献
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パーシステントホモロジー

草野　元紀 (東北大学大学院理学研究科数学専攻M2)∗

概 要
ホモロジーが図形の“穴”を取り出す道具だと捉えるのなら, パーシステント
ホモロジーは図形の “穴”とその “大きさ”を取り出す道具である. この講演
ではパーシステントホモロジーの数学的な基礎と関連する話題を紹介する.

1. パーシステントホモロジー
Rdの有限集合 X を Xa :=

∪
x∈X B(x; a)に変換することでフィルトレーション X =

{Xa | Xa ⊂ Xb for a ≤ b ∈ R}を構成する. ただし, B(x; a) = {y ∈ Rd | ∥x− y∥ ≤
a}, Xa := X (a ≤ 0)とする. このとき, 体係数 1p次ホモロジー群Hp(Xa)と, 包含写
像Xa↪→Xbが誘導する線形写像vba : Hp(Xa)→Hp(Xb)を考える. ホモロジー群の生成元
α ∈ Hp(Xa)に対し, vab (α0) = αなるα0 ∈ Hp(Xb)が存在する最小の bをαの発生時刻,

vdb (α) = 0なる最小のdをαの消滅時刻という. この発生消滅時刻の組 (b, d)を集めたも
のによってパーシステントホモロジーを定める. 図 1の 1次ホモロジー群の場合, 発生
消滅時刻の組の集合は{(2, 3), (2, 5), (3, 4)}である.

a=0 a=1 a=2

a=3 a=4 a=5

a=0 a=1 a=2

a=3 a=4 a=5

図 1: a = 2の時に発生した 2つの穴のうち, 左の小さい穴は a = 3で消滅し, 右の大き
い穴はa = 5で消滅する.

一般に, ベクトル空間Uaと線形写像ub
a : Ua→Ubが

ua
a = 1lUa(恒等写像), uc

b ◦ ub
a = uc

a (a ≤ b ≤ c ∈ R)

を満たす時, U = (Ua, u
b
a)をパーシステント加群という. 先ほどの例では, Hp(X) =

(Hp(Xa), v
b
a)がパーシステント加群になる. パーシステント加群は箙の表現論から直和

U =
⊕

j I[bj, dj] (bj ≤ dj)に分解でき, この組 (bj, dj)をR2へプロットすることで多重集
合D(U) = {(bj, dj) ∈ R2 | bj ≤ dj}を構成する. これと対角線集合∆ = {(x, y) ∈ R2 |
x = y}を合わせた集合D(U) = D(U) ∪∆をUのパーシステント図という.

パーシステントホモロジーはChomP[8]やPHAT[17]などの計算機上で計算可能であ
る. 統計解析ソフトのRでもphomやTDAというパッケージで計算することができる.

∗ e-mail: genksn@gmail.com
1体係数を考えるのは箙の表現論を用いるためである. さらに, 計算機を用いる際にZ/2Zだと視覚化し
やすかったり, Rの方が最適化問題などを解きやすいなどの理由がある.



2. パーシステントホモロジーに関連する話題
2.1. 逆問題

X, Y がある距離空間の有限部分集合の時,

dB(D(Hp(X)), D(Hp(Y))) ≤ dH(X, Y )

となる [7]. ただし, dB, dHはボトルネック距離, ハウスドルフ距離を表す.

これは, データをパーシステント図に写す変換は1-リプシッツ連続であることを述べ
ている. ということは, 局所的な微分を考えることが出来て, 故に, 逆写像定理が使え
る. これにより, 与えられたパーシステント図から元となった幾何データを決めること
ができる [12]. 与えられたホモロジー群から元の図形を決められないことを考えると,

パーシステントホモロジーの優位性を確認できる.

2.2. 統計的データ解析

S ⊂ Rdが (a, b)-standardを満たし, そこからn個の点を i.i.dにとりその集合をXnとす
る. するとn→∞のときalmost surelyで次の式が成り立つ [6].

P

(
dB(D(Hp(S)), D(Hp(X̂n))) < C

(
log n

n

)1/b
)
→1 (Pは確率.)

これは, サンプル点をたくさん取ってくることで, それらのパーシステント図は (計測
できないかもしれない)真のデータSのパーシステント図に近づくことを述べている.

応用上, 計測したデータのパーシステント図を見て, データの分類を行うことを考え
たい. その際に, パーシステント図をベクトル化をすることで統計的に扱うことができ
る. パーシステント図を [3]ではLandspaceというLp関数に, [2]ではパーシステント図
を初期値と見た時の熱方程式の解であるC∞(R2)関数にしている. 関数は (無限次元の)

ベクトルなのでバナッハ空間値の確率変数と見ることで統計学への展開が可能である.

また, 機械学習分野でよく使われるカーネル法を使うと, ベクトル化の際に現れる関
数の形を陽に知ることなく, 効率的に既存の統計的データ解析手法を適用することがで
きる [15].

D1

Dn

K(Di,Dj)……

X1

Xn

……

カーネル法
(a) (b) (c)

統計的手法
リッジ回帰, 
SVM, 
PCA, etc.(i,j=1,…,n)

図 2: (a):データXiをパーシステント図Diに変換. (b):パーシステント図のカーネル関
数K(Di, Dj)を計算. (c):カーネル法により既存の統計的データ解析手法をパーシステ
ント図に適用.



2.3. 時系列

データが時系列{Xt | t ∈ R}の場合を考える. つまり, これまではデータを一つ固定し
ていたが, データが時事刻々と変化する場合を考える. もし時系列データ {Xt}がフィ
ルトレーションの関係Xa ⊂ Xbを満たせば, 通常のパーシステントホモロジーの理論
が使える. しかし一般にはそうではないため, Xa↪→Xa ∪Xb ←↩ Xbとして包含関係を入
れる. これを用いたパーシステントホモロジーの拡張は zigzag persistence2として知ら
れており, An型の箙の表現論により定式化される [5]. また, Auslander-Reiten箙を用い
た理論の拡張, 計算機上の実装も研究されている [11].

2.4. 実データへの応用

パーシステントホモロジーを始め, データの幾何構造に注目したデータ解析は位相的
データ解析 (Topological data analysis,TDA)として認識されている. [10, 14]ではセン
サーの局所座標のリップス複体のパーシステントホモロジーからセンサーネットワー
クの被覆状況を判定した. [13]はパーシステントホモロジーの日本語の解説書であり,

タンパク質の構造解析を紹介している. [16]ではガラスやアモルファスの原子座標から
パーシステント図を求めることで, 液体個体にない特有の幾何構造をパーシステント図
内の曲線として見出した. 他に, Ayasdi[1]3は数学者により立ち上げられたTDAの企業
であり, mapper[18]のアプローチによる高次元データの可視化か医療やビッグデータ解
析に役立てている.

3. おわりに
パーシステントホモロジーはHp(X)を {Hp(Xa) | a ∈ R}にしただけなので, これ自体
は大したことがないと思うかもしれない. しかし現在, 数学に限らす様々な分野の人が
パーシステントホモロジーを用いて研究を行っている. その理由は計算機の進歩によ
りパーシステントホモロジーが実際に計算できるようになったことや, 図形の頑健な幾
何特徴を取り出すのに適しているからだと考えられる. 応用を見据えた研究が大半で
ある一方で, 圏論的アプローチ [4]や cosheaf[9], Floer-Novikov理論 [19]などの純粋数学
としての研究もある.

パーシステントホモロジーは発案されて 10年も経っていないが, その有用性が理解
され幅広く利用されている. その分勉強すべきことは多いが, 様々なことができるのは
この分野の強みである.

2個人的には, zigzag persistenceは動画のホモロジーを定義していると思っている.
3高度に抽象的な数学によって世間をアッと賑わせているのはわくわくします.
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関数解析と補間定理

比良　直美

奈良女子大学大学院　人間文化研究科　数学専攻２年

1 補間定理について

私は関数解析から始まり、現在は補間空間論に焦点を当てて奮闘しております.

解析学において基本となる不等式の多くはある種の作用素がある Lebesgue空間を他の Lebesgue空間にう

つす有界作用素であることを示すものです. これらの不等式の多くは Lebesgue空間の指数の逆数が適当な１

次関係を保ちながら変化します.そして許される変化の中で指数が両極端をとるときの証明は比較的容易です

が,中間の場合はそうでないものがあります. こういった中間の指数について言及するものが補間定理です.

2 ２つの補間定理について

定理を２つ紹介したいと思います. １つ目の定理は Lp 空間で定められた Marcinkiewicz の補間定理を

Lorentz 空間へ拡張するものです. ２つ目の定理では Stein とWeiss によって示された測度の変化を伴う Lp

空間における補間定理の特別な場合を扱います.

定理 1 1 ≤ p0 < p1 < ∞, 1 < q0, q1 < ∞, q0 ̸= q1 とする. Tが

∥Tf∥qi,∞,w ≤ C∥f∥pi,1,v , ∀f ∈ Lpi,1(v), i = 0, 1

を満たす線形作用素ならば,0 < t < 1と 1 ≤ s ≤ ∞に対して定数 Cが存在し,

∥Tf∥qt,s,w ≤ C∥f∥pt,s,v , ∀f ∈ Lpt,s(v)

を満たす.ただし,
1

pt
=

1− t

p0
+

t

p1
,

1

qt
=

1− t

q0
+

t

q1
.

定理 2 1 ≤ p0 < p1 < ∞, 1 < q0, q1 ≤ ∞, 0 < r0, r1 < ∞ , p0 ̸= p1 , q0 ̸= q1 , pi ≤ qi とする.Tが

∥Tf∥qi,∞,w ≤ Ci∥f∥pi,vri , ∀f ∈ Lpi(vri), i = 0, 1

を満たす線形作用素ならば,0 < t < 1に対して,定数 C ＞ 0が存在し,

∥Tf∥qt,w ≤ C∥f∥pt,vrt , ∀f ∈ Lpt(vrt)

を満たす.ただし,

1

pt
=

1− t

p0
+

t

p1
,

1

qt
=

1− t

q0
+

t

q1
, rt = (1− t)r0(

pt
p0

) + tr1(
pt
p1

) .

1



これらについて,定理１でMarcinkiewiczの補間定理を拡張したように定理２の拡張が存在するのでは？と

考えてみます.すなわち以下のような考えです。

Conjecture 1 T, pi, qi, ri (i = 0, 1)は定理２の仮定を満たすとする.このとき,0 < t < 1,1 ≤ s ≤ ∞に対し
て定数 C > 0が存在して,

∥Tf∥qt,s,w ≤ C∥f∥pt,s,vrt , ∀f ∈ Lpt,s(vrt)

を満たす.ただし pt, qt, rt は定理２と同様に定義する.

実はこれがいつも正しいとは言い切れません.このことを２つの命題によって示すことを行っています.
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Koszul双対性の一般化と Riemann面の幾何

杉山　聡

1 Koszul双対性

Koszul双対性とは、あるクラスの有限次元代数に関する双対性である。今回は、箙 (えびら)の

2次関係式付き道代数について紹介する。

定義 1.1 有向グラフを箙 (quiver)という。具体的には、
−→
∆ = (∆0,∆1, s, t) であって、∆0,∆1 は集

合、s, t : ∆1→ ∆0は集合の写像であるとき、これを箙という。

箙
−→
∆ に対して、∆0 を頂点集合といい、その元を頂点という。∆1 を矢集合といい、その弦を

矢という。矢 α に対して、s(α) を α の始点 (source)、t(α) を α の終点 (target)という。また、

i, j ∈ ∆0 と、α1, α2, . . . , αn ∈ ∆1 について、s(α1) = i, t(αn) = j, t(αk) = s(αk+1) を満たすとき、

w = (i|α1α2 , . . . , αn| j)のことを i から j の長さ nの道であるという。また、(i|i)と書いて、i から i

への長さ 0の道という。

定義 1.2 K を体とし、
−→
∆ を箙とする。この時、箙の道代数 (path algebra of a quiver)K

−→
∆ を以下の

ように定義する。

ます、線型空間として、K
−→
∆ B

⊕
w:
−→
∆の道

Kwであって、道の積は、w = (i|α1α2 , . . . , αn| j), w′ =

(k|β1 β2 , . . . , βm|l)について、j = kのとき ww′ B (i|α1α2 , . . . , αn β1 β2 , . . . , βm|l)とし、そうでない
場合は 0として定義する。

また、ρ =
∑

ckwk ∈ K
−→
∆ , (ck ∈ K, wi :

−→
∆の長さ 1以上の道)は、すべての道の始点と終点がそれぞ

れ一致しているとき、関係式という。関係式の組 ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρn)に対して、箙の関係式付き道代

数 (path algebra with relation)K(
−→
∆ , ρ)を、K(

−→
∆ , ρ) B K

−→
∆/(ρ1, ρ2, . . . , ρnの生成する両側イデアル)

と定める。

関係式の組 ρを構成する関係式に登場する道の長さがすべて 2の時、これを 2次の関係式とい

い、K(
−→
∆ , ρ)を箙の 2次の関係式付き道代数という。

この箙の 2次の関係式付き道代数について、以下の 2通りで Koszul双対が定義され、それらが

一致することが知られている。

定義 1.3
−→
∆ は、その道代数が有限次元となるような箙とし、ρを 2次の関係式の組とする。

1



このとき、ρ⊥ を、次のようにとる。まず、P2 B
⊕

w:
−→
∆の長さ 2 の道

Kwとし、この直和分解について

自然な計量を入れる。ρ⊥ は、2次の関係式であって、ρ⊥ の生成する P2の部分空間が、ρの生成す

る部分空間の直行補空間となっているものとする。このもとで、K(
−→
∆ , ρ⊥)を K(

−→
∆ , ρ)の Koszul双

対という。

A B K(
−→
∆ , ρ) に対して、P(1),P(2), . . . ,P(n) を、有限生成右 A加群のなす Abel圏 mod− Aの

直既約射影対称の同型類の代表元のリストとする (有限個になることが知られている)。このとき、

A! B
⊕

i, j

HomDb(A)(P(i),P( j))と定める (Db(A)は Aの導来圏)。これを、Aの Koszul双対という。

定理 1.4 上記の設定で、A! と K(
−→
∆ , ρ⊥)は自然に同型となる。特に、A!! � Aである。

2 Riemann面の幾何との関係

以上の話は、すべて純代数的な話であった。この特別な場合について、Riemann面の幾何と

関係がある場合がある。境界つき Riemann面 M と、その中の S1 に微分同相な部分多様体の組

L = (L1, L2, . . . Ln) を考える。このとっき、Lı は H1(M;Z) の 0 でない元を代表しているとき、

Fukaya-Seidel圏 FS→(L)というものが定義できる。上手く Lを選んだ場合、ある箙
−→
∆ とある 2次

の関係式 ρが存在して、その関係式付き道代数 K(
−→
∆ , ρ)とみなせる場合がある。

このとき、その Koszul双対は、Lと Hurwicz同値な部分多様体の組 L′(Lをなす部分多様体に適

切な Dehn twistを施し、順序を入れ替えたもの)の Fukaya-Seidel圏と関係がある場合があること

がわかっている。

Abstract執筆時はまだ詳しくわかっていないことが多いが、TFSでは、それまでに分かったこと

を報告しようと思う。

参考文献
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ホモロジカル・スケイン代数におけるデーン・ツィストの対数

辻俊輔 (東京大学博士１年）

概要

曲面におけるゴールドマン・リー代数のブラケット ([1]参照）、ゴールドマン・リー代数の基本群の群環

への作用（[2]参照）、テュラエフ・スケイン代数（[8]参照）、カウフマン・スケイン代数（[5]参照)の研究

の雛形となるホモロジカル・スケイン代数の説明をする。

1 導入

曲面の写像類群の研究において、フィルター付きの有限生成でないリー代数が多くの情報を持つことがわ

かってきた。特にリー代数の作用によるデーンツィストの公式はその研究において重要な役割を担う。

ゴールドマン・リー代数（[1]を参照）は、基本群の共役類を基底とした自由加群にリー代数の構造をいれた

リー代数である。このゴールドマン・リー代数は基本群の群環への作用があることが [2] によりわかった。さ

らに、[2], [3], [4] により完備ゴールドマン・リー代数の基本群の完備群環への作用によるデーン・ツィストの

公式が

tc = exp(σ(
1

2
(log(c))2)) : Q̂π1(Σ)→ Q̂π1(Σ)

得られた。さらに、向き付け不可能曲面でも類似の公式が得られる。（[6]を参照)

カウフマン・ブラケットスケイン代数は自然にリー代数の構造を持つ。さらにカウフマン・ブラケット・ス

ケイン代数に自然に作用する。この作用で完備スケイン代数のデーン・ツィストの公式が

tc = exp(σ(
−A+A−1

4 log(−A)
(cosh−1(− c

2
))2)) : Ŝ(Σ, J)→ Ŝ(Σ, J)

と得られた。詳しくは [7]を参照。

これらの研究の雛形となるホモロジカル・スケイン代数の説明をすることによりデーンツィストの対数の表

示がどのようなものか簡単に説明する。ホモロジカル・スケイン代数とは（ここでは）ある向き付けられた閉

曲面における一次のホモロジー群の有理数体上の群環にブラケットを定義してポアソン代数とみなしたものと

する。

2 ホモロジカル・スケイン代数の定義

Z を整数環、Q を有理数体、S を種数 g の閉曲面とする。H = H1(S,Z) を S の Z を係数とした一次の
ホモロジー群とする。これは 2g 個の基底をもった Z 上の自由加群となる。これにポアンカレ・デュアル
ティをつかいインターセクションフォーム µ : H × H → Z を定義する。H にシンプレクティック基底を

a1, b1, a2, b2 . . . , ag, bg ととる。すなわち、H の基底 a1, b1, a2, b2 . . . , ag, bg は µ(ai, bj) = −µ(bj , ai) = δij(δij

は i = j のとき 1 その他で 0 ) を満たす。H の元について群の演算を積で表す。H の任意の元はある整

数 i1, i2 . . . ig, j1, j2 . . . jg で ai11 bj11 ai22 b2 j2 . . . a
ig
g b

jg
g と書き表される。QH を H の Q 上の群環とする。



QH = Q[a1, b1, a2, b2 . . . , ag, bg] のブラケット [, ] : QH ×QH → QH を [x, y] = µ(x, y)xy（x, y ∈ H） を

Q上、双線型に拡張して定める。これについて次が成り立つ。

命題 2.1 (QH, [, ]) はポアソン代数になる。すなわち次を満たす。

任意の x, y.z ∈ QH について次の等式が成り立つ

[x, x] = 0,

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0,

[x, yz] = [x, y]z + y[x, z].

上の３番目の式をライプニッツ・ルールと呼ぶ。このように QH にポアソン代数の構造を入れたものをホ

モロジカル・スケイン代数と呼ぶ。

3 完備ホモロジカル・スケイン代数とデーンツィストの対数

ホモロジカル・スケイン代数を完備化する。完備化したものをホモロジカル・スケイン代数と呼ぶ。

aug : QH → Q を x ∈ H 7→ 1 を Q 代数準同型に定める。IkQH = (ker aug)k を ker augの元の k 個の積か

ら生成されるイデアルとする。lim←−i→∞QH/(IkQH) を完備ホモロジカル・スケイン代数として Q̂H とかく。

ライプニッツ・ルールより、完備ホモロジカル・スケイン代数にブラケットを拡張することができる。

γ を S の単純閉曲線とする。c ∈ H を γ が表すホモロジー群の元とする。ただし、２通りあるがどち

らでもよい。x ∈ QH で log(tγ)(x) = −
∑∞

i=1
1
i (1 − tγ)

i(x) と定義する。x, y ∈ Q̂H で log(tγ)(xy) =

log(tγ)(x)y + xlog(tγ)(y)を満たす。このとき次の定理を得る。

定理 3.1 デーンツィストの公式を次で得る log(tγ)(·) = [ 12 (log c)
2, · ] : Q̂H → Q̂H.

このようにデーンツィストの対数がブラケットの定義で表示することができた。
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剛体折紙

松島杏奈

奈良女子大学大学院数学専攻修士 2年

1 背景

　折紙は数学的には、紙でできた平面領域 Rをあらかじめ指定された線分で折ってできる立体図形と定式化さ
れる。これらの線分は折れ線とよばれる。折れ線には山折り線と谷折り線の 2種類がある。平面領域 Rに山折
りまたは谷折りが指定されたものを展開図という。
特に、面を一切曲げないで折ることができる（各面を硬い鉄板、折り目を蝶番で代用できるもの）ような折

紙を剛体折紙という。わたしはこのような折紙について勉強している。今回は、剛体折紙の２つの例と、この
勉強の中ででてきた紙袋定理と呼ばれる定理について紹介する。

2 剛体折紙の２つの例

2.1 ミウラ折り

　　図のような折紙をミウラ折りという。ミウラ折りは剛体折紙になっており、次のような特徴をもつ。
　

• 　すべての折り目が同時にたたまれる（自由度１）

• 一枚の平坦な紙を折りたたむことで、別の平坦な形状に変えることができる（平坦折りになっている）　

Figure 1: ミウラ折り展開図 Figure 2: ミウラ折り



2.2 四角形のねじり折り

図のような折紙を四角形のねじり折りという。折りたたむと元の正方形の紙がその４分の１の大きさの正方形
になる。

Figure 3: ねじり折り　開いた状態 Figure 4: ねじり折り　閉じた状態

3 紙袋定理とその証明に用いる補題

ここでは、紙袋定理と呼ばれる定理とその証明に用いられる補題を紹介する。

定理（紙袋定理）[1]
図のような紙袋を考える。これは右の絵のように平坦に折りたたむことができる。これを折紙と考えて、その
各面は剛体でできているとする。このとき、この折紙は完全に開いているか、完全に閉じているかのどちらか
で、その中間の状態にはなることができない。

Figure 5: 完全に開いた状態 Figure 6: 完全に閉じた状態



以下では、この定理の証明に用いる補題を紹介する。

補題１（次数４補題）
今、紙袋は剛体折紙であったとする。紙の端でないところにある頂点（つまり３６０度を紙に囲まれた頂点）で
４本の折り目がぶつかっているとき、相対する折り目の二面角は等しい。

Figure 7: 折る前 Figure 8: 折っている時

補題２（プラス記号補題））
今、紙袋は剛体折紙であったとする。４つの折り目が垂直にぶつかっていて、ある相対するペアが非平坦角に
折られているときもう一方のペアは平坦に折られていなければならない。

Figure 9: 折る前 Figure 10: 折っている時

補題３（次数３補題）
今、紙袋は剛体折紙であったとする。ちょうど３個の折り目が頂点 Oにつながっていて、どの２個も同一直線
上にないとき、これらの折り目の二面角はどれも πで、実質的に折られていない。つまり、頂点Oは本当の頂
点ではなく、頂点 Oの近傍は平坦である。

Figure 11: 次数３の頂点



補題４（紙袋の隅補題）
今、紙袋は剛体折紙であったとする。Figure12で隅 Oにつながっている垂直な折紙に沿った二面角 θ1 が０な
らば、隅全体が平坦に折られている。

Figure 12: 平面図 Figure 13: 立体図
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非有向曲面の写像類群について

小林竜馬

石川工業高等専門学校

非有向曲面とは, Möbiusの帯や Kleinの壺のように, 裏表のない曲面のことである. 人は誰しも裏と表の二

面性を持っているが、彼らにはそれがない. 著者は, 彼らのそういうところに惹かれているのかもしれない.

さて, N b
g で種数 g, 境界成分 b個のコンパクトな非有向曲面を表す. ただし, Ng = N0

g とする. M(N b
g )で

N b
g の写像類群, すなわち, N b

g 上の微分同相写像のイソトピー類全体からなる群を表す. ただし, この微分同相

写像は境界上恒等写像であり, そのイソトピーも N b
g の境界上恒等写像とする. M(N b

g )は N b
g の整係数一次

ホモロジー群H1(N
b
g ;Z)に自然に作用する. この作用M(N b

g ) → Aut(H1(N
b
g ;Z))の核を I(N b

g )で表し, N b
g

の Torelli群と呼ぶ.

著者は, 東京理科大学の廣瀬進氏との共同研究で I(Ng) の生成系を与えた. そして, 今回, 新たにM(N b
g )

の生成系を与えた.



高次K群の明示的表示とその応用

狩野隼輔
東京工業大学理工学研究科数学専攻修士 1年

高次 K 群の定義は複雑で,実際に応用する際,その元を取って扱うことは不可能に近い. ここでは,

“Exact Cube”というものを使ってそれを明示的に構成し,その応用を紹介する.

1 Exact Cube

完全圏P = (P ,E) 1に対し, “Quillen Q-構成” と呼ばれる新しい圏 QP を構成する方法がある2.

命題 1.1 ([1] Theorem 1)
小完全圏P が,零対象 0 ∈P を持つとき,その Q-構成の分類空間の基本群は, Grothendieck群に等し
い.すなわち,

π1(BQP , {0}) � K0(P)

ただし, BQP は small categoryQP の分類空間で, {0}はそれの 0からなる点. �

この同型を念頭に置いて,高次の K群を定義する.

定義 1.2 (higher algebraic K-group [1] )
小完全圏P と整数 i ≥ 0に対し, i次 K群を次で定義する:

Ki(P) := πi+1(BQP , {0})

�

高次 K群は, Waldhausenによる違った構成もある.

単体的集合 S•(P) : ∆∆op→ Set; [n] 7→ Sn(P)を,

Sn(P) := {0 = E0,0� E0,1� · · ·� En,0 | Ei, j � Ei,0/E j,0 (0 < i ≤ j ≤ n)}

により定める.

命題 1.3 ([2] §1.9.)
単体的 homotopy同値

S•(P) ≃ N•QP

がある. �

従って,

Ki(P) � πi+1(|S•(P)|, {0})

がわかる.

1P は 加法圏 で, E は 短完全列 の類. (0→ M′
i→ M

j→ M′′ → 0) ∈ E に対し, i (resp. j) を admissible monomorphism

(resp. epimorphism)と呼び, M′
i
� M, (resp.M

j
� M′′)で表す.

2対象はP と同じ,射は C� N� Dの形のもの,合成は pullbackにより定めた圏



定義 1.4 (exact cube)
小完全圏P , posetI = {− < 0 < +}に対し,関手 E• : In→P が次をみたすとき, exactn-cubeと呼ぶ:

任意の j = ( j1, j2, ..., jn−1) ∈ {−, 0,+}n−1と 1 ≤ i ≤ nに対し,次はP の短完全列:

E j1,..., j i−1,−, j i ,..., jn−1 → E j1,..., j i−1,0, j i ,..., jn−1 → E j1,..., j i−1,+, j i ,..., jn−1

�

つまり, exact 1-cubeは通常の短完全列, exact 2-cubeは正方形状に, exact 3-cubeは立方体状に,どの列
も短完全列であるように並べたものである.

Cn(P)で exact n-cube全体の集合とし, ZCn(P)でその自由 abel群とする.

1 ≤ i ≤ n− 1, α ∈ {−, 0,+}, E• ∈ Cn(P)に対して, ∂αi E• ∈ Cn−1(P)を,

(∂αi E•) j1, j2,..., jn−1 = E j1,..., j i−1,α, j i ,..., jn−1

と定義すると, ∂αi は準同型 ∂
α
i : ZCn(P)→ ZCn−1(P)を引き起こす.そこで,

d :=
n∑

i=1

∑
α=±,0

(−1)i+α+1∂αi

とすると, d2 = 0となり, chain複体 (ZC∗(P), d)が定義される.

ところで,各 E ∈ Cn(P)に対し,

0→ ∂−i E• → ∂0
i E• → ∂+i E• → 0

は Cn−1(P)の完全列となるが,逆に E•はこの完全列により特徴づけることができる.この小完全列を
∂iE• と表す.

1 ≤ i ≤ n, α ∈ {−,+}, E• ∈ Cn−1(P)に対して, sαi E• ∈ Cn(P)を,次の完全列で定義する:

∂i s
−
i E• : 0→ 0→ E•

1→ E• → 0

∂i s
+
i E• : 0→ E•

1→ E• → 0→ 0

sαi も準同型 sαi : ZCn−1(P)→ ZCn(P)を定める.

これらの像の和からなる ZCn(P)の部分加群を Dnと表し,

Z̃C∗(P) := ZC∗(P)/D∗

を reduced exact cube complexと呼ぶ.

命題 1.5
ZS∗(P)を単体的集合 S•(P)に付随するMoore複体とする.このとき, chain写像

Cub :ZS∗(P)[1] −→ Z̃C∗(P)

が存在する. �

さらに,この chain写像から homology群に引き起こされる準同型と Hurewictz準同型の合成も Cubと
書ことにする.

Cub :Kn(P) � πn+1(S•(P))
Hurewictz−−−−−−−→ Hn+1(ZS∗(P))

Cub−−−→ Hn(Z̃C∗(P))

定理 1.6 ([3], [4])

Cub :Kn(P) ⊗ Q � Hn(Z̃C∗(P),Q)



2 応用

2.1 高次 Bott-Chern 形式

J.I.Bargosと S.Wangは [5]で滑らかな準射影的代数多様体 X上の hermitian vector束に対して,高次
の Bott-Chern形式を構成している.

Chern指標 chの高次 Bott-Chern形式 c̃h∗ を chain写像

ch : Z̃C̄emi
n (X) −→

⊕
p

D2p−n(X, p)

E• 7−→ c̃hn(E•)

ここで, C̄emi
n (X)は X上の hermitian vector束の exact n-cubeE• のうち,各 i について, E j1,..., j i−1,−, j i+1,..., jn

の hermitian計量が E j1,..., j i−1,0, j i+1,..., jn から誘導されるもの全体の集合, D∗(X, p)は実 Deligne cochain複
体である.

Z̃C̄emi
n (X)は Z̃C̄n(X)と chain homotopicになるので, homologyの準同型Hn(Z̃C̄∗(X))→

⊕
p H2p−n

D
(X,R(p))

が得られる.

定理 2.1 ([5], [6]Theorem8.8)

Kn(X)
Hurewicz−−−−−−−→ Hn(Z̃C̄∗(X))

ch−−→
⊕

p

H2p−n
D

(X,R(p))

は Beilinson’s regulatorと一致する. �

また, Y. Takedaは [7] で高次の算術的 K理論を定義し, [8] で,それに高次の Bott-Chern形式を使う
ことによって Zagier予想に対する Deligneと Beilinsonによる結果と同じ結果を得ている.

2.2 Adams作用素

E.F.Trijuequeは, [4] で Krull 次元が有限な既約 noetherian schemeX 上の局所自由層の K 群上の
Adams作用素を構成している.

局所自由層の exactn-cubeE• に対し, これに含まれる全ての短完全列が分裂するとき, split exact

n-cubeと呼び,それらの成す部分加群を ZSpn(X)と書く.

まず, split exact cube上には, Adams作用素の chain写像版が作れる.

Ψk : ZSpn(X) −→ ZCn(X) (2.1)

さらに, transgressionと呼ばれる exactn-cubeから X × Pn 上の局所自由層を得る操作を通して, chain

写像
T : ZCn(X) −→ ZSp�n (X)

を構成する.ここで, ZC�n (X)は二重複体 ZC∗(X× �∗)の simple complex (total complexの (−1)-shift)で,

� = P1\{1} � A1である. (transgressionは higher Bott-Chern formにも使っている.)

(2.1)から誘導される写像と, degenerateな成分を割った Z̃C�̃n (X)への射影を合成すると,

Ψk : ZSp�n (X) −→ ZC�n (X) −→ Z̃C�̃n (X)



を得るが, Z̃C�̃n (X) は normalized complexNC�̃n (X) と同型であることを踏まえると,次の chain mapを
得る:

NCn(X) ↪→ ZCn(X)
T→ ZSp�n (X)

Ψk

→ NC�̃n (X)

これを改めて Ψkとする.

定理 2.2 ([4] Theorem4.4.2.)
この Ψkは写像

Ψk : Kn(K) ⊗ Q −→ Kn(K) ⊗ Q

を誘導し,これは Adams作用素と一致する. �
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